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Three graded Hopf algebras over Z are constructed, each one having in degree
n a basis indexed by the faces of a polytope of dimension n&1, respectively, the
hypercube, the associahedron, and the permutahedron. This lifts to the level of all
faces previous constructions of Loday and Ronco and Malvenuto and Reutenauer
for vertices of the same polyhedra.  2000 Academic Press
INTRODUCTION
On de finit trois alge bres de Hopf gradue es embo@^te es, dont les Z-
modules libres gradue s sous-jacents ont en degre n des bases indexe es
respectivement par les cellules du ne me permutahe dre, les cellules du ne me
associahe dre et celles de l’hypercube de dimension n&1. Ces trois alge bres
de Hopf sont munies de plus d’une filtration de croissante par la dimension
des cellules. En conside rant les trois alge bres de Hopf gradue es embo@^te es
obtenues comme quotient par les e le ments de filtration au moins 1, dont les
Z-modules libres gradue s sous-jacents ont en degre n des bases indexe es
respectivement par les sommets du ne me permutahe dre, les sommets du ne me
associahe dre et ceux de l’hypercube de dimension n&1, on retrouve les
constructions de Malvenuto et Reutenauer pour les deux extre^mes et
l’alge bre des arbres binaires plans de Loday et Ronco pour celle du milieu.
1. ALGE BRE DE HOPF DES PERMUTAHE DRES
Soient n1 et 1dn. On note Perm(n, d ) l’ensemble des partitions
ordonne es de [1, ..., n] en d parts. Il existe un polytope Pn de dimension
n&1 appele permutahe dre tel que Perm(n, d ) soit en bijection avec les
faces de dimension n&d de Pn (cf. [3]). On peut aussi de crire Perm(n, d )
comme l’ensemble des applications surjectives de [1, ..., n] dans [1, ..., d].
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Une telle application peut se repre senter par un diagramme comme celui de
gauche de la Fig. 1. On convient que Perm(0, 0)=[ | ] et on note Perm(n)
l’union disjointe des ensemble Perm(n, d) pour n0 fixe .




ce qui de finit une graduation de Perm par n.
On de finit une filtration de croissante sur Perm par Perm0=Perm et,
pour r1, Permr=n1 n&rd=1 Z[Perm(n, d )]. On en de duit une filtra-
tion de PermPerm de finie par (PermPerm)r=p+q=r Perm p
Permq.
On munit Perm d’une structure de bige bre gradue e (Perm, V, 2) comme
suit.
On de signe par [n] l’ensemble ordonne [1, ..., n] pour tout entier n1,
et l’on note [0] l’ensemble vide et [n1] ? [n2] l’union disjointe de [n1] et
[n2] munie de l’ordre qui place [n1] avant [n2]. On identifie [n1] ? [n2]
avec [n1+n2] par l’unique bijection croissante. Plus ge ne ralement, on
identifie tout ensemble ordonne S a [*S].
Soient f1 , f2 des applications surjectives de [n1] dans [d1] et de [n2]
dans [d2] respectivement. Alors on de finit leur produit:





(i1 f1) ? (i2 f2), (1)
ou la seconde somme porte sur les injections croissantes i1 : [d1]  [d] et
i2 : [d2]  [d] telles que i1[d1] _ i2[d2]=[d]. C’est un e le ment de
Z[Perm(n1+n2)], donc le produit respecte la graduation.
Soit f : [n]  [d]. Son coproduit est de fini par la formule:
2( f )= :
[d]=[k] ? [l]
f | f &1[k] f | f &1[l] , (2)
ou k et l peuvent e^tre nuls. Il appartient a p+q=n Z[Perm( p)]
Z[Perm(q)], donc le coproduit respecte la graduation.
Proposition 1. (1) Perm munie du produit V et du coproduit 2 est une
bige bre gradue e. L’e le ment | # Perm(0, 0) est une unite pour V. Si on de finit
=: Perm  Z par =( | )=1 et =(n1 Z[Perm(n)])=0, alors = est une
cou nite pour 2.
(2) Perm est une bige bre filtre e et on retrouve sur Perm0Perm1
la structure d ’alge bre de Hopf de finie par Malvenuto et Reutenauer dans
[2, Theorem 3.3].
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Preuve. Le produit V est associatif car on a:
( f1 V f2) V f3 = :
d1+d2+d3
d=max(d1 , d2 , d3)
:
i1 , i2 , i3
(i1 f1) ? (i2 f2) ? (i3 f3)
=f1 V ( f2 V f3), (3)
ou la seconde somme porte sur les injections croissantes i1 : [d1]  [d],
i2 : [d2]  [d] et i3 : [d3]  [d] telles que i1[d1] _ i2[d2] _ i3[d3]=[d].
De me^me, le coproduit 2 est coassociatif car on a:
(2Id) 2( f )= :
[d]=[k] ? [l] ? [m]
f | f &1[k]  f | f &1[l]  f | f &1[m]
=(Id2) 2( f ). (4)
De plus, le produit V et le coproduit 2 sont compatibles. En effet, on a:







i1 f1 | (i1 f1)&1 [dk] ? i2 f2 | (i2 f2)&1 [dk]
 i1 f1 | (i1 f1)&1 [dl] ? i2 f2 | (i2 f2)&1 [dl] .
On peut e changer les deux sommations de droite, de composer [d1]=
[k1] ? [l1] et [d2]=[k2] ? [l2] en parties envoye es dans [dk] ou [dl]







2 . On obtient:




[d]=[dk] ? [dl], [d1]=[k1] ? [l1], [d2]=[k2] ? [l2]
:
i1
k , i l1 , i2
k , i l2
ik1 f1 | ( f1)&1 [k1] ? i
k
2 f2 | ( f2)&1 [k2]
 i l1 f1 | ( f1)&1 [l1] ? i
l
2 f2 | ( f2)&1 [l2] ,
ou ik1 : [k1]  [dk], i
k
2 : [k2]  [dk], i
l
1 : [l1]  [dl] et i
l
2 : [l2]  [dl] sont






D’autre part, on a:












k , i l1 , i2
k , i l2
ik1 f1 | ( f1)&1 [k1] ? i
k
2 f2 | ( f2)&1 [k2]
 i l1 f1 | ( f1)&1 [l1] ? i
l
2 f2 | ( f2)&1 [l2] .
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On conclut par comparaison des deux ensemble de sommation. Le fait que
| soit une unite et = une cou nite est une conse quence directe des formules
pour V et 2.
Il re sulte e galement des formules que le produit et le coproduit sont des
applications filtre es relativement aux filtrations de Perm et PermPerm.
Le fait que Perm0Perm1 soit l’alge bre de Hopf de Malvenuto et
Reutenauer vient de ce que le coproduit restreint aux cellules de dimension
0 co@ ncide avec celui de cette alge bre, et que le produit de cellules de
dimension 0 est donne , modulo des termes de filtration au moins 1, par la
me^me somme sur des battages. On renvoie le lecteur a l’article [1, 1.11.3]
pour plus de de tails sur cette alge bre de Hopf sur les groupes syme triques.
2. ALGE BRE DE HOPF DES ASSOCIAHE DRES
Soient n1 et 1dn. On note Arb(n, d ) l’ensemble des arbres plans
a n+1 feuilles et d sommets internes, ou chaque sommet interne a au
moins deux are^tes entrantes. Il existe un polytope Kn de dimension n&1
appele associahe dre tel que Arb(n, d ) soit en bijection avec les faces de
dimension n&d de Kn (cf. [3]). On convient que Arb(0, 0) est un singleton
que l’on de signe par [ | ]. On note Arb(n) l’union disjointe des ensembles
Arb(n, d ) pour n fixe . On donne un exemple d’arbre dans le dessin du
milieu de la Fig. 1.
On a une application surjective : Perm(n)  Arb(n) de finie par
re currence sur n comme suit. Pour n=0, ( | )=|. Soient n1 et
f # Perm(n, d ) avec 1dn. Soit r=*f &1[d]. Alors [n]" f &1[d] est
re union de r+1 intervalles, e ventuellement vides. La restriction de f a
chacun des intervalles non vides de finit une fonction surjective sur son
image, on associe de plus la fonction | aux intervalles vides, et on note ces
fonctions f0 , ..., fr . Par hypothe se de re currence, est associe a chaque fonc-
tion fj un arbre ( fj); on greffe ces r+1 arbres sur une corolle a r+1
feuilles pour obtenir l’arbre associe a f. Dans la Fig. 1, l’image par  de la
fonction de gauche est l’arbre du milieu.
FIG. 1. Exemples.
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Soit t # Arb(n) un arbre. Notant Z(t)=[ f # Perm(n) | ( f )=t], on lui
associe l’e le ment f # Z(t) f de Perm que l’on de signe encore par t, par abus
de notation.
Par la suite, on notera V(t0 , ..., tr) l’arbre obtenu par greffage de r+1
arbres t0 , ..., tr sur une corolle a r+1 feuilles. Si tj # Arb(n j), alors
V(t0 , ..., tr) # Arb(n) ou [n]=[n0] ? [1] ? [n1] ? } } } ? [1] ? [nr].






f0 , ..., fr
:
i0 , ..., ir
(i0 f0) ? %d ? (i1 f1) ? } } } ? %d ? (ir fr),
ou fj # Z(tj) est a valeurs dans [dj] et les ij : [dj]  [d&1] sont des injec-
tions croissantes dont l ’union des images recouvre [d&1]. Ici %d de signe la
fonction de finie sur [1] qui vaut d.
Preuve. Vu la de finition par re currence de , si f # Perm(n), on a
f # Z(t) si et seulement si il existe d, f0 , ..., fr et i0 , ..., ir ve rifiant:
v fj # Z(tj). On note dj le cardinal de l’image de fj .
v Les ij sont des injections croissantes ij : [dj]  [d&1] dont l’union
des images recouvre [d&1].
v On a f =(i0 f0) ? %d ? (i1 f1) ? } } } ? %d ? (ir fr).
On en de duit l’e nonce du lemme.
Proposition 2. (1) Le sous Z-module de Perm engendre par les
e le ments t pour t de crivant les arbres est une sous-alge bre de Hopf gradue e
note e Arb.
(2) Arb he rite de la filtration de Perm et on retrouve sur Arb0
Arb1 la structure d ’alge bre de Hopf sur les arbres binaires plans de finie par
Loday et Ronco dans [1].
La preuve passe par les deux lemmes suivants. On note ArbN le sous-
mono@ de additif de Arb engendre par les e le ments t ou t de crit les arbres.
Lemme 2. Soient t et t$ deux arbres. Alors t V t$ # ArbN .
Preuve. On va de montrer le lemme par re currence sur le nombre total
N de sommets internes de t et t$. C’est clair si N1. Soient t=V(t0 , ..., tr)
et t$=V(t$0 , ..., t$s). Par hypothe se de re currence, on peut e crire
tr V t$=:
:
t: , t V t$0=:
;
t; , tr V t$0=:
#
t#
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ou les t: , t; et t# sont des arbres. On a d’abord:








if f ? ig g.
On de compose cette somme en trois termes selon que la valeur d est
atteinte par if seulement, par ig seulement ou par les deux. On va calculer









f0 , ..., fr
:
i0 , ..., ir
:
if , ig
if ((i0 f0) ? %df ? (i1 f1)
? } } } ? %df ? (ir fr)) ? ig g,
avec if (df)=d et ig[dg]/[d&1]. On peut effacer if et la sommation par






f0 , ..., fr
:
i0 , ..., ir , ig
(i0 f0) ? %d ? (i1 f1) ? } } } ? %d ? (ir fr) ? ig g.
On introduit alors une sommation sur d:=*(ir[dr] _ ig[dg]) et sur une








f0 , ..., fr
:
i0 , ..., ir&1 , i:
:
ir , ig
(i0 f0) ? %d ? (i1 f1)
? } } } ? %d ? i:((ir fr) ? ig g).
Les sommations sur g, d: , ir , ig et fr s’appliquent uniquement aux deux ter-
mes entre parenthe ses a droite de la formule. On voit que cette sommation
correspond au produit tr V t$, que l’on remplace donc par une sommation








f0 , ..., fr&1
:
i0 , ..., ir&1, i:
(i0 f0) ? %d ? (i1 f1)
? } } } ? %d ? (i: f:).
On reconnait la formule pour : V(t0 , ..., tr&1 , t:). Le second terme se
traite exactement de la me^me fac on. Le troisie me terme se calcule par des
manipulations similaires sur les injections. On trouve:
t V t$=:
:
V(t0 , ..., tr&1 , t:)+:
;
V(t; , t$1 , ..., t$s)
+:
#
V(t0 , ..., tr&1 , t# , t$1 , ..., t$s), (5)
ce qui termine la de monstration du lemme.
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Lemme 3. Soit t # Arb(n) un arbre. Alors 2(t) # ArbN ArbN .
Preuve. Par re currence sur le nombre N de feuilles de t. C’est clair si







ou les t+:j et t
&
:j






f  |+ :
f # Z(t)
:
[d]=[k] ? [l], l1
f | f &1[k]  f | f &1[l] .
Le premier terme de cette somme est t |. Il reste a calculer le second. On




f0 , ..., fr
:
i0 , ..., ir
:
[d&1]=[k] ? [l&1]
i0 f0 | (i0 f0)&1 [k] ? i1 f1 | (i1 f1)&1 [k]
? } } } ? ir fr | (ir fr)&1 [k]  i0 f0 | (i0 f0)&1 [l&1] ? %d
? } } } ? %d ? ir fr | (ir fr)&1 [l&1] .
On remplace la sommation sur d et sur la de composition [d&1]=
[k] ? [l&1] par une sommation sur k et l. Ensuite, on de compose les
injections ij en i +j et i
&
j selon qu’elles aboutissent dans [k] ou [l&1], et
on de compose chaque dj en la partie d +j envoye e dans [k] et la partie d
&
j
















f0 , ..., fr
i +0 f0 | f 0&1[d0+] ? i
+
1 f1 | f 1&1[d1+]
? } } } ? i +r fr | f r&1[dr+]  i
&
0 f0 | f 0&1[d0&] ? %l
? } } } ? %l ? i &r fr | f r&1[dr&] .
Pour chaque j, la sommation sur la de composition [dj]=[d +j ] ? [d
&
j ] et
sur la fonction fj # Z(tj) fait intervenir le coproduit de l’arbre tj . On peut
donc remplacer par une sommation sur :j et ( f +j , f
&
j ) et obtenir:
:













+, ..., f r
+, f0
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On reconnait a gauche du produit tensoriel le produit V ite re et a droite le
greffage. On obtient donc:
2(t)=t |+ :
:0 , ..., :r
(t+:0 V } } } V t
+
:r




Par le lemme 2, le terme a gauche du produit tensoriel est dans ArbN , ce
qui termine la de monstration du lemme.
En ce qui concerne la seconde assertion de la proposition 2, on ve rifie
que les arbres t de filtration 0 sont les arbres binaires, qui correspondent
aux sommets des permutahe dres. Le fait de retrouver l’alge bre de Loday et
Ronco re sulte de la seconde assertion de la proposition 1 et des re sultats
de l’article [1].
3. ALGE BRE DE HOPF DES HYPERCUBES
Pour n2 et 1dn, on note Cub(n, d ) l’ensemble des (n&1)-uplets
d’e le ments de [&1, 0, +1] contenant exactement n&d ze ros. Pour n=1,
on de finit Cub(1, 1) comme le singleton [( )]. Pour n1, Cub(n, d ) est en
bijection avec les faces de dimension n&d de l’hypercube de dimension
n&1. On convient que Cub(0, 0)=[ | ]. On note Cub(n) l’union disjointe
des ensembles Cub(n, d) pour n fixe . On appelle montagnes les e le ments de
l’union disjointe des ensembles Cub(n). On donne un exemple de repre sen-
tation graphique d’une montagne dans le dessin de droite de la figure 1, qui
illustre le choix de ce nom et ou on dessine une descente pour +1, un trait
horizontal pour 0 et une monte e pour &1.
Soient c # Cub(n) et i # [1, ..., n&1]. On note c(i) le contenu de la ie me
case de c.
On a une application surjective ,: Perm(n)  Cub(n) de finie comme suit:
,( | )=| et si f est l’unique e le ment de Perm(1, 1) alors ,( f )=( ). Soit
f # Perm(n, d ) avec n2. Le (n&1)-uplet ,( f ) est de fini par:
+1 si f (i+1)> f (i),
,( f )(i)={0 si f (i+1)= f (i), (7)&1 si f (i+1)< f (i).
Dans la Fig. 1, l’image par , de l’e le ment de Perm(n, d ) place a gauche est
l’e le ment de Cub(n, d ) repre sente a droite.
Soit c # Cub(n) une montagne. Notant W(c)=[ f # Perm(n) | ,( f )=c],
on lui associe l’e le ment f # W(c) f de Perm que l’on de signe encore par c,
par abus de notation.
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Proposition 3. (1) Le sous Z-module de Perm engendre par les
e le ments c pour c de crivant la re union des Cub(n) est une sous-alge bre de
Hopf note e Cub. De plus, Cub/Arb.
(2) Cub he rite de la filtration de Perm et l ’alge bre de Hopf Cub0
Cub1 est l ’alge bre de Hopf de Solomon de finie par Malvenuto et
Reutenauer.
La preuve passe par les trois lemmes suivants. On note CubN le
sous-mono@ de additif de Cub engendre par les e le ments c ou c de crit les
montagnes.
Lemme 4. Soient c et c$ deux montagnes. Alors, c V c$ # CubN . Plus
pre cisement, si c # Cub(r) et c$ # Cub(s), on a:
c V c$=(c, 1, c$)+(c, 0, c$)+(c, &1, c$),
ou chaque terme de signe le r+s&1-uplet obtenu en juxtaposant dans cet
ordre.
Preuve. On a








if f ? ig g.
On de compose la sommation sur if , ig en trois termes selon que if (df)<









if f ? ig g,
ou on impose de plus que if (df)<ig(1). D’autre part, fixons un entier d.
Alors toute fonction h # W((c, 1, c$)) a valeurs dans [d] s’e crit de manie re
unique h=if f ? ig g avec f # W(c), g # W(c$), if une injection croissante de
[df] dans [d] et ig une injection croissante de [dg] dans [d] telles que
l’union des images de if et ig recouvre [d] et if (df)<ig(1). On obtient cette
de composition de h en e crivant h=h| [r] ? h| [s] . Le premier terme du




h # W((c, 1, c$))
h,
ou la seconde somme est restreinte aux applications a valeurs dans [d]. Ce
terme est donc e gal a (c, 1, c$). Les deux autres termes se calculent de la
me^me fac on. Le lemme est de montre .
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Pour montrer que Cub est une sous-coge bre de Perm, il est utile d’in-
troduire l’ensemble des scissions d’une montagne c, de la fac on suivante.
On conside re d’abord l’ensemble S(c) des applications s de [1, ..., n&1]
dans un ensemble a trois e le ments [+, \, &] telles que s(i){\ si
c(i)=0. A une application s # S(c), on associe deux applications g et d de
[1, ..., n&1] dans [+, &] de la fac on suivante: si s(i){\ alors g(i)=
d(i)=s(i), sinon g(i)=Sgn(c(i)) et d(i)=&Sgn(c(i)) ou Sgn est la fonction
signe. On pose alors Sci(c)=[s # S(c) | \i # [1 } } } (n&2)], d(i)= g(i+1)].
A une scission s de c, on associe deux familles de montagnes (c+: (s)): et
(c&; (s)); comme suit. On de finit d’abord l’ensemble des intervalles associe
a s. Soit m=*s&1(\). On note j1< } } } < jm les entiers tels que s( jk)=\.
On pose de plus j0=0 et jm+1=n. On de finit m+1 intervalles ainsi: pour
0km, le ke me intervalle est l’ensemble des entiers strictement compris
entre jk et jk+1 . Certains de ces intervalles peuvent e^tre vides.
On associe ensuite a chacun de ces intervalles un signe, comme suit. Si
l’intervalle est non vide, il re sulte de la de finition de l’ensemble des scissions
que la restriction de s a cet intervalle est constante et e gale a + ou a &;
on associe ce signe a l’intervalle. D’autre part, s’il s’agit de l’intervalle vide
]i; i+1[ pour 0in&1, alors au moins une des deux valeurs d(i) ou
g(i+1) est de finie et elles co@ ncident si 1in&2; on associe cette valeur
commune a l’intervalle.
On peut alors associer a chaque intervalle une montagne qui est la
restriction de c si l’intervalle est non vide et ( ) sinon. On note (c+: (s)): la
famille ordonne e de montagnes associe e aux intervalles de signe +. On
note de me^me (c&; (s)); la famille ordonne e de montagnes associe e aux
intervalles de signe &. On peut maintenant e noncer le lemme suivant:
Lemme 5. Soit c # Cub(n) une montagne. Alors 2(c) # CubN CubN .








ou les produits sont pris au sens de V.





f | f &1[k]  f | f &1[l] ,
ou f est a valeurs dans [d]. En intervertissant les deux sommations, on






f # W(c), f  [k] ? [l]
f | f &1[k]  f | f &1[l] . (8)
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On fixe maintenant k et l. Soit f # W(c) a valeurs dans [k] ? [l]. On






; )) ou s est une scission de








: est une injection croissante de l’image
de f +: dans [k], i
&
; est une injection croissante de l’image de f
&
; dans [l],
quels que soient : et ;, et les images des injections recouvrent [k] et [l].
La scission s est de finie comme suit:
 Si f (i) # [k] et f (i+1) # [k] alors on pose s(i)=+.
 Si f (i) # [l] et f (i+1) # [l] alors on pose s(i)=&.
 Sinon on pose s(i)=\.
On ve rifie imme diatement que s est bien une scission. Les fonctions f +: ,




; sont de finies par les restrictions de f aux inter-
valles formant f &1[k] et f &1[l]. On ve rifie que l’on a bien ,( f +: )=c
+
: (s)
et ,( f &; )=c
&
; (s). Re ciproquement, on retrouve f a partir de (s, ( f
+
: ),













total sur les montagnes des deux familles donne par la scission s. Ceci










































On reconna@^t les expressions pour le produit V ite re indexe par : a gauche
et par ; a droite. Par le lemme 4, chacun des ces produits ite re s est dans
CubN . Ceci de montre le lemme 5.
Pour de montrer la proposition 3, il reste a montrer que Cub/Arb. Pour
cela, on introduit la notion de type d’une feuille d’un arbre plan. Soit t un
arbre ayant au moins un sommet interne et F une feuille de t. Si s est l’uni-
que sommet interne de t relie a F par une are^te, on de finit Type(F ) en fonc-
tion de la position de l’are^te a joignant la feuille F au sommet s parmi les
are^tes entrantes de s:
Type(F )=&1 si a est l’are^te la plus a gauche,
{Type(F )=+1 si a est l’are^te la plus a droite, (9)Type(F )=0 sinon.
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On peut alors e noncer le lemme suivant:
Lemme 6. Soient n2, t # Arb(n) et f # Z(t). Alors, en notant F i la
(i+1)e me feuille de t, on a pour tout i entre 1 et n&1,
,( f )(i)=Type(Fi).
Par conse quent, , se factorise a travers , et il en re sulte que Cub/Arb.
Preuve. On proce de par re currence sur n2. Pour n=2, le re sultat est
clair. Soient donc n>2 et t=V(t0 , ..., tr). Alors d’apre s la preuve du
lemme 1, on peut e crire f =(i0 f0) ? %d ? (i1 f1) ? } } } ? %d ? (ir fr). On dis-
tingue deux cas. D’abord, si i et i+1 sont dans le j e me intervalle de
[n]" f &1[d], on applique l’hypothe se de re currence a l’arbre t j et la fonc-
tion fj . Comme le type d’une feuille ne change pas si on greffe l’arbre sur
une corolle, on obtient l’e galite voulue. Il reste maintenant a traiter les cas
ou f (i)=d ou f (i+1)=d. En utilisant la de finition de l’application  par
re currence et la de finition de , par la formule (7), on observe que l’on a:
 Si f (i)<d= f (i+1) alors Type(Fi)=+1=,( f )(i).
 Si f (i+1)<d= f (i) alors Type(Fi)=&1=,( f )(i).
 Si f (i)=d= f (i+1) alors Type(Fi)=0=,( f )(i).
Dans chacun des cas, l’e galite est vraie, ce qui termine la re currence.
On peut de finir une application surjective ! de Arb(n) dans Cub(n) par





ce qui montre l’inclusion voulue. Ceci termine la de monstration du
lemme 6, et donc de la proposition 3.
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